Oznaka 14/20
Zadatak br.10

Oblast zadatka:
Ovo je zadatak iz lekcije 23 — Diferencne jednacine (skripta za drugi kolokvijum).

Resenge:
Ve =4- 3t—1

Objasnjenje:
Imamo jednacinu:

Ves1 — 3y = 2

Resavamo diferencnu jednacinu standardnim postupkom. Opsti oblik linearne diferencne
jednacine prvog reda je:
my: + ay.—, = q(t)

Odavde lako uocavamo dajem = 1,a = —3,a q(t) = 2.
Prvo treba da izracunamo homogeno resenje ove diferencne jednacine. Ovo ¢inimo tako $to
zapisujemo karakteristicnu jednacinu oblika:

mr+a=0

Zamenimo vrednosti za m 1 a kako bismo izracunali r:

1r—3=0
r—3=0
r=3
Homogeno resenje je oblika:
yt=c-rt

gde je c konstanta (eng. constant).

Kada zamenimo vrednost r, homogeno resenje ove jednacine je:

yi =c-3f

Nakon $to smo izracunali homogeno resenje jednacine, potrebno je da izracunamo partikularno
resenje jednacine. Posmatrajmo diferencnu jednacinu u nesto drugacijem obliku (te poredimo
opsti oblik 1 nasu jednacinu):
my, + ay;_1 = (polinom)™ - ct
Ve = 3Ye-1 =2



Opsti oblik partikularnog resenja je:
yP = (polinom)™ - ct - t5

=> Polinom u nasoj jednacini je 2, §to je zapravo polinom nultog stepena (bilo $ta na nulti stepen
je 1, a 2 je konstanta ispred). Znaci imamo da je n = 0, a to znaci da polinom zapisujemo kao
a.

= U nasoj jednacini pored 2 ne stoji nista, pa sledi da je ¢t = 1%, §to znaci daje c = 1.

=>» Koliko iznosi s? Ovo zavisi od vrednosti koje smo dobili za ¢ (sada) i r (u homogenom
resenju).

1) Ukoliko vazidaje r # ¢, ondaje s = 0

2) Ukoliko vazidajer = c,ondajes =1

U nasem slucaju, ¢ = 1 dok je 7 = 3, $to su razlicite vrednosti, tako da je s = 0.

Kada zamenimo sve ove vrednosti u partikularno resenje imamo:

y=a-1-t"=a

U pocetnu diferencnu jedinacinu, Y, Y¢—1... zamenjujemo sa ytp 1 izracunajmo vrednost:

a—3a=2
—2a=2
a=-1
Znaci, partikularno reSenje je:
ytp =a=-1

Konac¢no resenje diferencne jednacine je zbir homogenog i partikularnog resenja:

ve =yt +yf

Kada zamenimo vrednosti, to je:

ye=c-3" -1

Pocetni uslov zapravo oznacava vrednost u periodu t = 0. Zamenimo daje t = 0:
yo=c-3—1
3=c—-1
c=4
c=4 nije samo po sebi resenje diferencne jednacine! Potrebno je da ga ubacite u resenje y; da
biste dobili kona¢no resenje:

ye=4-31—1



Oznaka 24/20
Zadatak br.4

Oblast zadatka:
Ovo je zadatak iz lekcije 19 — Bijekcije (skripta za drugi kolokvijum).

Resenge:
c=-2

Objasnjenje:
Data nam je funkcija:

flx) =—x?—4x-3

Da bismo skicirali ovu funkciju, nadimo njene preseke sa X osom resavanjem kvadratne
jednacine —x? — 4x — 3 = 0. Resenja koja dobijamo su —3 i —1. Shodno tome nasa funkcija
izgleda ovako:

Odmah pronadimo u kojoj tacki je funkcija maksimalna. Prvi izvod funkcije je:

f'l(x) =-2x—-4

Izjednacimo ga sa nulom:
—2x—4=0
—2x =4
=-2

Za x = —2 dostizemo maksimum. Maksimalna vrednost je f(—=2) = —=(=2)? — 4 - (=2) —
3=-4+8-3=1.



U zadatku imamo da je kodomen funkcije (—00,1] tako da nemamo skra¢en kodomen. Za
domen treba da stavimo skup tako da funkcija bude irjektivna, tj. 1-1, Sto znaci da svakoj
vrednosti y odgovara samo jedna vrednost x. Da bismo ovo ucinili, stavimo da je ¢ = —2.

Tada, kada je domen [c, +0), posmatramo samo podebljani deo funkcije:

Kao sto mozemo primetiti, sada nemamo vise problem da funkcija nije surjektivna, tako da je

reSenje ¢ = —2.

Zadatak br.9

Oblast zadatka:
Ovo je zadatak iz lekcije 23 — Diferencne jednacine (skripta za drugi kolokvijum) i lekcije 20 —

Nizovi (skripta za drugi kolokvijum).

Resenje:
5

Objasnjenje:
Imamo jednacinu:

16yt — 24Ye41 + 9y =5

Opsti oblik linearne diferencne jednacine drugog reda je:

my; + ayi—1 + by:—, = q(t)

Odavde lako uocavamo dajem = 16,a = —24,b = 9iq(t) = 5.



Prvo treba da izracunamo homogeno resenje ove diferencne jednacine. Ovo ¢inimo tako $to
zapisujemo karakteristi¢nu jednacinu oblika:

mri+ar+b=0

Zamenimo vrednosti za m 1 @ kako bismo izracunali 17 1 75:
1612 —24r+9=10
r=-—
4
S obzirom da imamo jedinstveno resenje, homogeno resenje je sledeceg oblika:

i =7t(c1 + tey)

Kada zamenimo vrednost za 1 to je:
t

vt = (Z) (c1 +tcz)

Nakon $to smo izracunali homogeno resenje jednacine, potrebno je da izracunamo partikularno
resenje jednacine. Posmatrajmo diferencnu jednacinu u nesto drugacijem obliku (te poredimo
opsti oblik 1 nasu jednacinu):
mys + ayi—, + by;—, = (polinom)™ - ¢t
16y, — 24y¢—1 + Y2 = 5

Opsti oblik partikularnog resenja je:

yP = (polinom)™ - ct - t5
=> Polinom u nasoj jednacini je 5, $to je zapravo polinom nultog stepena (bilo $ta na nulti stepen
je 1, a 5 je konstanta ispred). Znaci imamo da je n = 0, a to znaci da polinom zapisujemo kao
a.
=> U nadoj jednacini pored petice ne stoji nista, pa sledi da je ct = 1%, §to znadi da jec=1.
=>» Koliko iznosi §? Ovo zavisi od vrednosti koje smo dobili za ¢ (sada) i r (u homogenom
resenju).
1) Ukoliko vazida je r # ¢, ondaje s = 0
2) Ukoliko vazidajer = c,ondajes =1

U nasem slucaju, ¢ = 1 dok je r = =, $to su razli¢ite vrednosti, tako da je s = 0.

S w
.

Kada zamenimo sve ove vrednosti u partikularno resenje imamo:

y=a1-t"=a

U pocetnu diferencnu jedinacinu, y;, y¢_1... zamenjujemo sa Y i izra¢unajmo vrednost:

16y — 24y, 1 + 9y =5



16a — 24a +9a =5
a=>5

Znaci, partikularno reSenje je:

ytp:a:5

Konacno resenje diferencne jednacine je zbir homogenog 1 partikularnog resenja:

ye =yl +yf

Kada zamenimo vrednosti, to je:
t

3
ye =yt = (Z) (c; +tcy) +5

Granic¢na vrednost ovoga je:
t

_ 3
tl_l)anoo (Z) (cp +tcy;)+5=5
Zadatak br.10

Oblast zadatka:
Ovo je zadatak iz lekcije 20 — Nizovi (skripta za drugi kolokvijum).

Resenje:
2
a)hTVﬁGﬁ—1>=M9
n—->+0oo
2\ 3+Vn
b) lim (14——) -1
n—+oo n
Objasnjenje:
(a) Za resavanje ovog limesa koristimo sledeéi vazni limes:
1
im &=L
Jim —— =na
X

Imamo izraz:

2
1m1vﬁ<$ﬁ—1)
n—-+oo

. . . . v . . v M 1
Prebacimo koren iz n u imenilac. Kada ovo ucinimo ovaj ¢lan postaje —=:

Vn



2
3vn — 1
lim ————

Vn

Pomnozimo i imenilac i brojilac celog izraza sa 2:

2
2(5%-1)
lim ————~

Vn

Konstanta moze izaci ispred limesa:
2
3vn — 1
2 lim ————
n—-+oo 2

Vn

Kona¢no mozemo primeniti vazni limes i do¢i do finalnog resenja:

= 2In3 = [n9

(b) Za ovo koristimo vazan limes:
lim(1+x)Y =e*
x-0

Tako da imamo:

3+Vn 2 6+2n2 6,2
lim (1 + E) = eﬁ'(3+‘/ﬁ) =e n =et Vn

n—-+oo

Kada pustimo da n tezi beskonac¢nosti, dobi¢emo nulu u eksponentu, te imamo:
e =1

Zadatak br.11

Oblast zadatka:
Ovo je zadatak iz lekcije 21 — Redovi (skripta za drugi kolokvijum).

Resenje:
Na osnovu poredbenog kriterijuma i rezultata da je:

Vn+2
2
L
n—-»+oo 1
n?
zakljucujemo da zadati red konvergira.



Objasnjenje:
Za ispitivanje konvergencije ovog reda koristicemo poredbeni kriterijum — poredi¢emo red sa
hiperharmonijskim redom (koji konvergira). Hiperharmonijski red je:
o 1
n2
n=1

Granicna vrednost odnosa zadatog reda 1 hiperharmonijskog reda je:

Vn+2 2(1 ) 5
— ne{n2 + 2 >
i 2L oy N ) MRt 2n?
notoo 1 noteo mZ 41 no+oo N2 41
n2

5
Podelimo 1 brojilac 1 imenilac sa najve¢im stepenom, nz:

5 2
_.omZz+2n® 1+n1/2
- n—1>I-‘|I-loo nZ +1 - n—l}-zloo 1 1

ni/2 + ns/z

Kada pustimo da n tezi beskonac¢nosti, imamo da je:

2
1+-%
lim —% =1
s
n2 n2

Na osnovu poredbenog kriterijuma i rezultata da je:

2
1+_l

lim nz =1
St 1 1
TS+
nz nz2

zaklju¢ujemo da zadati red konvergira.



